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Topologia I. Examen II

Ejercicio 1 (5 puntos). Sean (X, 7) un espacio topoldgicoy f: (X, T) — (R",T,)
una aplicacion abierta. Demostrar que la aplicacién g : X — R dada por la ecuaciéon
g(z) = ||f(z)]| no alcanza su méximo en X; es decir, no existe xy € X tal que

I f(zo)]| = ||f(z)| para todo z € X.

Como f es abierta y X € T, entonces f(X) € 7,. Por tanto, para todo z € X

existe r, € RT tal que B(f(z),r,) C f(X). Veamos que f(z)+ %m H;EgH € f(X):
e J@ e S@) e
e+ 5 - = 5 el - 5 <
Por tanto, f(x) + %x : HJfCEgH € B(f(z),r,) C f(X). Por tanto, existe 2’ € X tal
ave F() = fla) + 7 H S Veamos aue [[£)] > )]

e = s+ 5 e = |0+ 5 ) )] -

Ty 1
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Por tanto, supongamos que existe xo € X tal que ||f(zo)|| = ||f(x)|| para todo
z € X. Como hemos visto antes, existe x, € X tal que ||f(zp)] > ||f(x0)], por
lo que hemos llegado a una contradiccion. Por tanto, no existe o € X tal que
| f(z0)|| = || f(z)|| para todo x € X, es decir, g no alcanza su méximo en X.

Ejercicio 2 (5 puntos). Sobre S*x [0, 1] C R? se considera la relacién de equivalencia

‘R siguiente:

(z,y,2)R(z",y, 7)) < v

z
Demuestra que la aplicaciéon F' : S! x [0,1] — B[(0,0),1] dada por

F(r,y,z) = z(z,y)

induce un homeomorfismo desde (S' x [0,1]/R,7./R) en la bola cerrada unidad
BJ(0,0),1] C R? con su topologia usual inducida.

En primer lugar, tenemos que F' es continua, ya que F(z,y,z) = z(z,y) =
(zz, zy). Como ambas componentes son continuas, F' es continua. Veamos ahora
que es sobreyectiva. Sea (z,y) € B[(0,0), 1], es decir, 2% +y? = k, con k € [0, 1]. Sea
x = \/iE’ Yy = \/LE y 2 = Vk. Veamos que (2',1/, 2) € S' x [0, 1]:
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Por tanto, hemos visto que F' es sobreyectiva. Veamos ahora que es cerrada.
Para ello, como S' x [0, 1] es cerrado y acotado y es subconjunto de R?, entonces
es compacto. Por tanto, F' es cerrada. Como F' es continua, sobreyectiva y cerrada,
entonces es una identificacién. Veamos ahora que Rr = R, es decir, que F' identifica
los puntos de S! x [0, 1] que estdn relacionados por R.

Sean (z,v, 2), (2,4, 2') € St x [0, 1]. Veamos que:

(z,y,2)R(2',y,2') <= F(x,y,2) = F(a',y, %)

2 =

0,

—) Supongamos que (z,y, z)R(z', v/, 2'). Entonces, (z,y,2) = (2/,y/,2") 0oz =
0. Si (z,y,2) = (2,y,2'), entonces F(z,y,2) = F(2',y,2). Si z = 2/
entonces F(z,y,z) = F(2',y/,2") = 0.

<) Supongamos que F(x,y,z) = F(z/,vy,7'). Entonces, z(z,y) = 2/(2',y'); es
decir, zx = 2’2’ y zy = 2'y/.

e Supongamos z = z’ # 0. Entonces, dividiendo entre z, tenemos que x =
y y = 3. Por tanto, (z,y,2) = (2, v/, 2').
e Supongamos z = 2z = 0. Entonces, (z,y, z)R(z',y/, z') de forma directa.

e Supongamos z # z'. Veamos que este caso no es posible.
Supongamos, sin pérdida de generalidad, z # 0. Tenemos v = =& y
Y = % Por tanto,

Por tanto, (2')? = 22, con 2,2’ € [0,1]. Por tanto, z = 2.

Por tanto, como F' es una identificaciéon y Rrp = R, entonces F induce un
homeomorfismo desde (S! x [0,1]/R, T./R) en la bola cerrada unidad B[(0,0),1] C
R? con su topologia usual inducida, como queriamos demostrar.



